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Visione Stereo
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Scopo della visione stereo è ricostruire la struttura di  una 
scena 3D statica a partire da n >= 2 viste diverse 

- il caso n=2 è l’argomento della geometria epipolare

- studio delle relazioni tra punti corrispondenti 

- analogia con il sistema visivo biologico
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Vista n.1 Vista n.2

Ricostruzione 
3D
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Geometria epipolare

Un punto sul piano immagine della TC1 corrisponde ad  
una linea sul piano immagine della TC2 ( linea epipolare )

linea epipolare
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Tutte le linee epipolari passano per un punto detto 
epipolo , che è il punto in cui la congiungente dei due 
centri ottici ( baseline ) interseca il piano immagine
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Dato un insieme di punti corrispondenti (P i,Qi), ciascuno 
giace sulla linea epipolare generata dal suo corrispon dente

La geometria epipolare dipende solo dai parametri delle  
due TC (intrinseci ed estrinseci relativi) e NON dalla 
struttura 3D della scena
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La matrice fondamentale F

Una retta epipolare sull’immagine è descritta da

I coefficienti della i-esima retta possono essere rap presentati come

La matrice fondamentale F lega un retta epipolare al punto che 
la ha generata

oppure
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Per ogni coppia di punti corrispondenti vale

F è una matrice omogenea 3x3  di rango 2, quindi ha 7 
gradi di libertà

Gli epipoli sono gli autovettori di F e F T corrispondenti 
all’autovalore nullo

F dipende solo dai parametri intrinseci K e K’ e dalla  
rototraslazione relativa tra TC1 e TC2
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Le proprietà di F seguono direttamente dalla coplanarità
dei raggi per uno stesso punto nel mondo e della 
baseline tra le due TC
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Per un qualunque punto 3D P vale
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Indicate con R,T la rotazione e la traslazione tra Tc2  e Tc1, si ha
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dove E è la matrice essenziale
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Il prodotto vettoriale VxX si può scrivere come un 
prodotto di matrici

Quindi la E si fattorizza come prodotto di 
una matrice di rotazione e di una matrice 
antisimmetrica (quindi singolare)

[ ] RTE ´=

Ricordando che camxKx ~~ = segue infine

FKKEKEKF TT ';)()'( 11 == --
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Matrice F e calibrazione
Se le telecamere hanno parametri intrinseci K e K’ noti, si 
possono desumere da F (attraverso E) due matrici di proiezione 
P e P’

Il sistema di coordinate mondo coincide con il centro  ottico 
della prima telecamera. 

Se K e K’ non sono noti, si possono comunque valutare 
nell’ipotesi che le uniche incognite siano le focal i f ed f’
Questo perché F ha 7 gradi di libertà, ma R e t ne esauriscono 
solo 5 (3+2). Restano quindi 2 gradi di libertà utili zzabili. 
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Stima della matrice fondamentale

Data una corrispondenza               la relazione    
può essere scritta in modo esplicito come 
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Avendo a disposizione n>=8 punti corrispondenti si ha
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La soluzione ai minimi quadrati segue la procedura st andard

- Calcolo SVD di A (o autovalori di A TA)
- Ricerca del valore singolare (o autovalore) minimo
- Scelta del vettore singolore (o autovettore) corrispon dente

La soluzione ai m.q. non garantisce det(F)=0, allora  
attrverso la decomposizione SVD di F si ha:

da cui
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Il vincolo di singolarità è un vincolo importante ma 
numericamente complesso da imporre (terzo grado)

Det(F) non nullo  Det(F) nullo
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Se le matrici di calibrazione intrinseca K e K’ sono note, 
il metodo utilizzato per F vale anche per E

La particolare struttura di E (5 gradi di libertà) permette 
di condizionare ulteriormente la soluzione, in quanto:

Teorema (Huang, Faugeras ): la matrice 3x3 E ha due valori 
singolari non nulli uguali

Vale anche il viceversa, cioè qualunque matrice 3x3 co n
due valori singolari non nulli uguali è la matrice 
essenziale di una qualche coppia di telecamere stereo
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Esempio di geometria epipolare
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La minimizzazione di un errore algebrico può dare risul tati 
non soddisfacenti specie con dati affetti da errore

L’approccio geometrico minimizza la somma delle dista nze 
tra ogni punto e l’epipolare generata dal suo corrispon dente
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La dipendenza di questo errore da F è non lineare, quin di la 
minimizzazione è difficile. Si usano tecniche iterati ve a 
partire da una scelta di F vicina all’ottimo

Gli errori tendono ad equivalersi con N>>8

Il metodo algebrico fornisce di norma una soluzione va lida, 
se vengono ben controllati gli errori di condizionament o 
numerico tramite normalizzazione
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Tecnica di normalizzazione per la stima di F

1) Si trasformano le coordinate dei punti corrisponden ti

2) Si calcola la soluzione di 

3) Si denormalizza la soluzione

T si sceglie in modo tale da generare coordinate con media 
nulla e varianza 1
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Rettificazione epipolare

E’ una tecnica numerica per trasformare coppie di immagi ni 
digitali in modo che le rette epipolari siano orizz ontali

Utile per semplificare le ricerche di corrispondenza st ereo

Per la trasformazione si usano due omografie H ed H’ i cui 
valori dipendono solo da F e sono quindi calcolabili senza 
calibrazione

Equivale geometricamente ad avere telecamere con 
- piani immagine coplanari
- assi ottici paralleli
- parametri intrinseci uguali
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Stima matrici di rettificazione

Si parte dai proiettori P e P’ determinati da F (o da calibrazione) 
e si cerca una trasformazione che produca due nuovi proi ettori 
con le stesse K0 ed R0

Tra le infinite scelte possibili si preferisce quella che minimizza 
la deformazione (centri invarianti)

K0 = (K+K’)/2 (focale media)

R0 tale che: - Asse X parallelo a t
- Asse Y ortogonale a X (e all’asse ottico)
- Asse Z di conseguenza

Quindi si impone

H K = K0 R0 ; H’ K R = K 0 R0
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Esercizio n.3

Date due immagini e un insieme di punti corrispondent i, 
•stimare la matrice fondamentale F con N=8 punti
•valutare l’errore epipolare (distanza tra punti ed epipo lari)
•vericare il risultato su nuovi punti selezionati
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Ricostruzione 3D
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Esistono due modalità di ricostruzione 3D utilizzate 
nelle applicazioni:

1) Stereo classico (2 TC fisse)
2) Viste multiple (una TC mobile)

Esse differeriscono per il fatto che:

1) Suppone di conoscere R,t tra le due viste (calibrazione)
2) Stima R,t (a meno di una scala) dalle corrispondenze

Analizziamo in dettaglio 2) e poi vediamo come l’ip otesi 1) 
semplifica la procedura di ricostruzione
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Ricostruzione da viste multiple

Si ipotizza la conoscenza da K e K’

1) Stima della matrice fondamentale F
2) Calcolo della matrice essenziale E
3) Fattorizzazione di E in R,t
4) Triangolazione punti corrispondenti

Supponiamo che il sistema di coordinate mondo coinci da 
con quello della prima TC, quindi
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La matrice essenziale viene dedotta da F come 

Il prodotto con K e K’ rimuove la dipendenza dai 
parametri intrinseci, quindi E dipende solo da R,t

Se la TC è la stessa e non si cambia zoom allora K=K’

Il problema è come fattorizzare E nel prodotto di una 
matrice antisimmetrica (che rappresenta t) ed una 
rotazione R

Nota: t è comunque determinata a meno di un fattore di scala
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L’ambiguità di scala non consente stime assolute ma solo 
stime relative delle dimensioni degli oggetti
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La fattorizzazione di E è semplice utilizzando la 
decomposizione SVD

Si può verificare che ci sono 4 possibili fattorizzazi oni

dove u3 è la terza colonna di U e
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Le 4 combinazioni forniscono 4 possibili scelte per l a 
matrice di proiezione P’cam = [R|t]

Quale è il significato di questa ambiguità? 

Per capirlo ricorriamo ad una interpretazione geometrica
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La soluzione geometricamente corretta è quella che 
produce punti davanti ad entrambe le TC (che non 
possono vedere all’indietro!)
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Scelta la soluzione corretta, per ogni coppia di punti  
corrispondenti possiamo scrivere

dove

L’ultimo passaggio consiste nel determinare X nota la 
corrispondenza  x,x’ e le matrici di proiezione P,P’
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La corrispondenza in coordinate omogenee fornisce



On AIR 2007
Visione 3D

Sviluppando …

si ottiene

e analogamente
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Combinando insieme le due relazioni per X si ha infine

che è la relazione base della triangolazione stereo

Notiamo che ha la tipica forma del tipo AX=0, quindi 
può essere risolta con i soliti metodi dei minimi qu adrati
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Ogni coppia di punti corrispondenti sulle due immagini  
fornisce quindi un punto 3D unico

Il fattore di scala incognito può essere determinato in 
vari modi. Di norma viene usata una lunghezza nota 
presente nella scena.

L’ambiguità di scala viene quindi rimossa poiché t
diventa nota completamente 
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La qualità del risultato può essere valutata attraverso il 
calcolo di un errore geometrico di retroproiezione .

Per ogni punto XYZ si possono calcolare due punti 
immagine come

La somma delle distanze euclidee tra questi punti e q uelli 
originali quantifica la bontà della ricostruzione 3D ot tenuta
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La soluzione lineare minimizza un errore di tipo 
algebrico. La soluzione ottimale alla triangolazione 
dovrebbe minimizzare l’errore geometrico
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Raffinamento epipolare

E’ una tecnica alternativa per ottenere trinagolazioni consistenti, 
minimizzando un errore di tipo geometrico

Si minimizza

al variare della inclinazione (parametrica) delle rette  epipolari
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La minimizzazione avviene con i  seguenti passi

1. Parametrizzazione delle rette epipolari nella prima 
immagine   in base a t

2. Calcolo della retta sulla seconda immagine

3. Calcolo della distanza epipolare tra i punti x e x’ e le rette 
in funzione di t (espressione polinomiale)

4. Minimizzazione per t (soluzione equazione algebrica )

5. Date le rette, calcolare i punti più vicini ad x e x’

6. Triangolare per avere X
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Incertezza nella ricostruzione

La regione di incertezza della triangolazione 3D, in base ad un 
errore assegnato (es. 1 pixel) sui punti 2D, dipende dall’angolo 
tra i raggi
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Stima dell’errore di ricostruzione

Assetto stereo
ad assi paralleli 
e focali uguali
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Mettiamo in relazione le misure x e x’ con le coordina te X,Y,Z
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Assetto stereo

Nello stereo classico , le 2 TC sono fisse e quindi si possono 
determinare subito anche i parametri estrinseci di entra mbe 
o di TC2 rispetto a TC1

L’ambiguità di scala viene quindi rimossa poiché t diventa 
nota completamente una volta per tutte (base teleme trica)

Conclusione

Attraverso la visione stereo, l’insieme di 2 telecame re 
calibrate diventa un sistema di misura di coordinate 3D 
nella scena osservata
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I Buddha di Bamiyan
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Esercizio 4

Date due immagini calibrate ed un insieme di punti c orrispondenti
•Stimare le coordinate XYZ dei punti 3D
•Valutare la qualità del risultato (errore di retroproiezio ne)
•Misurare alcune lunghezza caratteristiche della scena


