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Una immagine (digitale) permette di percepire 
solo una rappresentazione 2D del mondo
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La visione 3D si pone lo scopo di percepire il mondo  
per come è in 3 dimensioni

Nelle applicazioni percepire = misurare
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Applicazioni della visione 3D

- Ricostruzione di scene statiche (rilievo 3D)
- Analisi di scene dinamiche (stima moto/forma oggett i)
- Navigazione 3D

Queste applicazioni sono possibili con:

1) Telecamere multiple (stereo)
2) Telecamera singola + moto (Structure From Motion)
3) Telecamera singola + conoscenza a priori (invers.prosp ettica)
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Esempio: ricostruzione da viste multiple
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Esempio: ricostruzione da viste multiple
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Esempio: stima del movimento
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Sistemi di Coordinate Omogenee



On AIR 2007
Visione 3D

I  sistemi di coordinate omogenee consentono 
di trasformare sistemi di coordinate mediante 
una singola trasformazione matriciale
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• La posizione di un punto o’ in OXYZ è data da

• Consideriamo corpi rigidi , cioè oggetti non deformabili

• Un corpo rigido nello spazio è completamente descritto 
dalla sua posizione e orientazione rispetto a un dato 
sistema di coordinate ( posa )

Sia OXYZ il sistema di coordinate ortonormale e  siano 
X,Y,Z i vettori unitari orientati lungo gli assi

• Qual è la posizione e l’orientazione di un oggetto?
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• Consideriamo un ulteriore sistema di coordinate 
O’XYZ solidale con l’oggetto

• La posa dell’oggetto è definita dalla posa del siste ma 
di coordinate dell’oggetto

• Occorre determinare la posa di O’XYZ in OXYZ , cioè
come OXYZ è ruotato e traslato per ottenere O’XYZ
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• La traslazione è semplicemente il vettore o’

• La rotazione è descritta mediante matrici di rotazione
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• Le rotazioni elementari sono rotazioni rispetto agli 
assi 

• Le 3 rotazioni elementari in 3D sono

rotazione rispetto all’asse X

rotazione rispetto all’asse Y

rotazione rispetto all’asse Z

Matrice d’identità 3x3
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Ogni dominio applicativo ha il suo linguaggio ...
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Coordinate del 
punto in O XYZ

Matrice di rotazione che 
descrive l’orientazione di 
O’XYZ rispetto a O XYZ

Coordinate 
dell’origine di 
O’XYZ (in OXYZ)

Coordinate del 
punto in O’ XYZ

Trasformazione generale tra sistemi di coordinate 3D
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• Perciò la trasformazione tra due qualsiasi sistemi di  
coordinate è data da

• Usando coordinate omogenee aggiungiamo 1 come 
ulteriore componente di ogni sistema di coordinate

• Un punto nello spazio 3D è descritto come

• Questo può essere implementato come singola 
moltiplicazione usando in coordinate omogenee
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Ciò consente di scrivere la trasformazione

come

Rappresentazione 
non omogenea

Rappresentazione omogenea
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Modello di Camera Pin-hole
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• Camera Pin-hole
Oggetto nello spazio 3D

Pin-holeFilm / 
piano dell’immagine

Lunghezza focale Profondità Z

Piano dell’immagine

Centro della camera

Asse ottico
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• E’ consuetudine rappresentare il piano dell’immagine 
di fronte al punto focale

• Perciò, la camera pin-hole è tipicamente rappresentata 
come

Profondità Z

Centro della camera

Lunghezza focale

Piano dell’immagine

Asse ottico

Il punto 3D a profondità Z e distanza X dall’asse ott ico 
nello spazio 3D si mappa in 
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Il punto 3D (X,Y,Z) è proiettato sul piano immagine in 

piano 
dell’immagine

punto 
principale

Lunghezza 
focale f
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Possiamo esprimere in coordinate omogenee la 
proiezione di punti 3D sul piano immagine nella forma

piano 
dell’immagine

punto 
dell’immagine

Lunghezza 
focale f



On AIR 2007
Visione 3D

Il punto 3D (X,Y,Z) è proiettato sul piano immagine in 

Questo può essere scritto come

dove

Usando coordinate omogenee questo 
può essere espresso come 

trasformazione lineare

uguale a meno di un fattore di scala
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Relazione lineare tra coordinate sul piano immagine  
(mm) e coordinate sulla matrice immagine (pixel)

dove e
Matrice di 

calibrazione

La matrice di calibrazione
– descrive completamente i parametri interni della tele camera
– è una matrice 3x3 triangolare superiore 
– il rapporto � y / � x è detto rapporto di aspetto
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Siamo ora pronti per descrivere come proiettare un 
punto 3D sull’immagine

1. Trasformare i punti 3D nelle     
coordinate della telecamera 

2. Proiettare i punti sul piano 
dell’immagine 

3. Mappare i punti sul piano 
dell’immagine nelle 
coordinate dell’immagine
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La telecamera proiettiva è una trasformazione lineare 
tra sistemi di coordinate omogenee

punto dell’immagine punto della scena
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• Una telecamera proiettiva è un dispositivo di misura di  
angoli tra raggi

• Un punto sull’immagine corrisponde a un qualunque
punto 3D sul raggio uscente dal centro e passante pe r 
il punto immagine

Lunghezza 
focale f

piano 
dell’immagine

punto 
principale
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Misura dell’angolo fra raggi

dove



On AIR 2007
Visione 3D

Calibrazione della telecamera
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Una telecamera è caratterizzata da 4 parametri intrinseci

fattore di scala nella direzione x 

fattore di scala nella direzione y 

centro di proiezione sul piano immagine

La matrice di calibrazione K della telecamera contiene 
i 4 parametri intrinseci:
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Una telecamera è caratterizzata anche da 6 parametri estrinseci
(3 traslazioni e 3 rotazioni) che descrivono la posizione e 
l’orientazione della telecamera rispetto al sistema di coordinate 
di riferimento
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Definizione del problema numerico della calibrazione:

Date
n corrispondenze x i Xi dove X i è un punto della scena e x i la 
sua immagine

Calcolare

P = K [ R |||| t ] tale che x i = PXi

L’algoritmo di calibrazione della telecamera è compost o da due 
parti:

I. Calcolare la matrice P per un insieme di punti corrisp ondenti

II. Decomporre P in K, R e t attraverso la decomposiz ione QR
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Ogni corrispondenza genera due equazioni

Moltiplicando si ottengono equazioni lineari negli e lementi 
della matrice P

Riordinando i termini comuni si ottiene 

con
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Soluzione per P

I. Si concatenano le equazioni da ( n ³³³³ 6) corrispondenze per 
ottenere 2 n equazioni simultanee, che possono essere 
scritte come: 

Ap = 0,

dove A è una matrice 2 n x 12

II. In generale non esiste una soluzione esatta, ma s i cerca una 
soluzione (lineare) che 

minimizza  |Ap|, vincolato a |p| = 1

come autovettore corrispondente all’autovalore minimo di 
ATA, oppure come vettore corrispondente al valore singol are 
minimo dello SVD di A.
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III. Questa soluzione lineare può avere già una accurat ezza 
sufficiente oppure  può essere usata come punto di 
partenza  per la minimizzazione (non lineare) di una 
funzione di errore

nota come “bundle adjustment”

Nota: il processo lineare minimizza un errore di tipo 
algebrico, mentre il bundle adjustment minimizza un 
“vero” errore geometrico.



On AIR 2007
Visione 3D

Decomposizione di P in K , R e t

La prima sottomatrice 3x3 di P, indicata con M, è il p rodotto

M = KR
di una matrice tringolare superiore e di una rotazione.

I. Si fattorizza M in KR usando la decomposizione QR. Co sì si 
determinano K e R.

II.Quindi 

Nota: questo produce una matrice con un parametro aggiuntiv o s
detto skew , legato alla non ortogonalità tra asse ottico e piano  
immagine

concon e l’angolo fra gli assi dell’immagine
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Esempio di calibrazione in laboratorio
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Esempi di calibrazione in esterno

Oggetto 3D Oggetto 2D
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Calibrazione vincolata

Esistono in letteratura numerose tecniche di calibrazi one che 
generalizzano il metodo base imponendo vincoli extra oppure 
migliorandone la robustezza

- Coplanarità / collinearità tra punti
- Valori noti di alcuni parametri
- Gestione di errori sperimentali sui punti 3D
- Meccanismi di pesatura
- Stabilizzazione numerica
- Casi degeneri

La scelta del metodo va fatta in base ai requisiti e d al tipo di
dati disponibili
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Trasformazioni proiettive del piano

Scegliamo un sistema di coordinate tale che il piano  dei punti �
abbia coordinata Z nulla. Allora la matrice 3x4 P si ri duce a:

cioè a una matrice 3x3 che rappresenta la trasformazion e di un 
piano generico della del piano proiettivo.
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x’=Hx ,  dove H è una matrice 3x3 non singolare omogenea. 

• Questa è la più generale trasformazione proiettiva tra pia ni

• Una trasformazione proiettiva tra piani è anche chiamat a 
omografia

• Ha 8 gradi di libertà (H 33 =1 scelta tipica per la normalizzazione)

• L’applicazione di H ad una immagine permette la rimoz ione 
della distorsione prospettica
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Dati :   n punti corrispondenti

Calcolare :   H tale che  x’ i = Hx i

• Ogni corrispondenza fornisce due vincoli

• e moltiplicando genera due equazioni lineari per gli elementi di H

• Se                  (e nemmeno 3 punti sono colline ari), allora H è
determinata un modo univoco.

Calcolo numerico di una omografia
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Date:  le coordinate di 4 punti sul piano della scena

Trovare : una rettificazione proiettiva del piano

• Questa rettificazione non richiede alcuna conoscenza dei 
parametri della telecamera o della orientazione del pi ano

• Non è necessario neppure conoscere le coordinate dei 4 punti 
nel mondo ma solo la loro posizione relativa



On AIR 2007
Visione 3D

Un esempio tipico

La conoscenza dei punti ABCD nel mondo e sull’immag ine 
consente di effettuare misure dirette in unità metriche
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Rotazioni Sintetiche

Le rotazioni sintetiche sono generate mediante deforma zione 
proiettiva dell’immagine originale in modo tale che i  4 vertici 
di un qudrilatero immagine di un rettangolo nel mondo si 
trasformino in un rettangolo anche sull’immagine “ruot ata”



On AIR 2007
Visione 3D

Modelli non lineari

Il modello pin-hole non vale per TC con distorsione ra diale 
(tipiche nelle TC a basso costo, es. webcam)

Per la correzione si usa una trasf.di coordinate del tip o

Nella pratica ci si limita di solito al solo termine k1
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Correzione della distorsione

La distorsione viene corretta imponendo che una o più
curve osservate sull’immagine siano in realtà segmenti

Quindi basta minimizzare in funzione di k1 l’errore di fitting 
ai minimi quadrati di curve con rette a valle della c orrezione 
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La minimizzazione avviene con la tecnica dei minimi  quadrati totali,
essendo l’errore sia su x che su y.

dove le coordinate (x i,y i) sono funzioni di k1

La soluzione è quindi lineare in a,b,c e non lineare (per tentativi) in k1

Disponendo di più curve/rette, l’errore totale è una somm a pesata 
degli errori sulla singola curva, quindi la soluzione per k1 rimane 
unica

( ) 1min)|,,( 222
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Esempi di correzione
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Applicazione pratica
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Esercizio n.1

Calibrare la telecamera
utilizzando i punti 1-12

Analizzare l’errore residuo
nei punti utilizzati

Generare un oggetto sintetico
di altezza nota a partire dai 
punti 4-5-6-7
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Esercizio n.2

Calcolare l’omografia tra i
punti ABCD ed un rettangolo
di dimensioni note

Costruire una immagine digitale
di tale rettangolo per un pixel
size assegnato


