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Introduzione

• Con l’approccio bayesiano si potrebbe realizzare un classificatore 
ottimo a patto di conoscere:
– le probabilità a priori P(� i)

– le probabilità condizionate P(X| � i)

• Queste non sono quasi mai disponibili nelle applicazioni reali !

• L’unica alternativa praticabile è raccogliere degli esempi (training 
set) e stimare da questi le probabilità richieste
– facile e di solito sempre possibile
– il numero di esempi necessari può essere molto elevato
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Approcci possibili

• Per ottenere una stima delle distribuzioni di probabilità delle varie 
classi ci sono due approcci generali

– Approccio parametrico: si assume che le distribuzioni abbiano una 
forma nota, dipendente da un numero finito di parametri (es. misture 
gaussiane)

– Approccio non parametrico: non si assume nessuna forma esplicita 
delle distribuzioni, queste vengono definite implicitamente dai dati di 
training

• La scelta del metodo ottimale dipende dalla presenza di 
informazioni a priori che giustifichino l’uso di certi modelli
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Stima parametrica

• Si assume nota la forma della distribuzione di probabilità dei vettori 
di ogni classe (es. somma di gaussiane)

• Nel caso più semplice (singola gaussiana), occorre stimare solo il 
vettore medio e la matrice di covarianza di ogni classe

• La tecnica più usata è quella del Maximum Likelyhood (ML)

• Essa suppone che i parametri da stimare siano costanti ma 
sconosciuti. Ne desume quindi il valore massimizzando la 
probabilità di osservare i dati di training

• Si ipotizza l’indipendenza statistica tra le classi 
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Maximum likelyhood

• Sia � l’insieme dei parametri da stimare per una singola classe, e 
sia D l’insieme dei dati di training (X1…Xn). La probabilità di ottenere 
D dato � vale

• La stima ML di � è quella che massimizza P(D| � )

• Operando con prodotti e con gaussiane conviene usare i logaritmi
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Soluzione ML

• Come ci si poteva aspettare, la soluzione ML della stima 
parametrica nel caso gaussiano scalare porta a

• La generalizzazione al caso gaussiano N-dimensionale è banale

• Dato il training set D per una certa classe, si ottiene una stima ML 
della distribuzione gaussiana utilizzando come media e covarianza
le quantità stimate sul training set stesso (medie campionarie). 

• Se il numero di esempi è sufficientemente elevato, questo basta ad 
ottenere stime stabili
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Approccio non parametrico

• Nell’approccio parametrico tradizionale tutte le distribuzioni di 
probabilità delle classi sono monomodali

• Sono possibili estensioni multimodali tramite misture (di stima non 
banale), ma la forma generale delle distribuzioni resta vincolata

• Nell’approccio non parametrico è possibile invece generare 
distribuzioni di forma arbitraria

• Sono possibili due meccanismi:
– stima delle distribuzioni di probabilità P(X|� i)
– stima diretta delle probabilità a posteriori P(� i|X)



����
������������ ����

Metodo della finestra di Parzen

• Si basa sull’assunzione che p(X|� ) è elevata nei punti X vicino ai 
quali il training contiene molti esempi della classe �

• Dato un dominio di volume V centrato su X (es. un ipercubo di lato h 
a d dimensioni) possiamo scrivere il numero di campioni k contenuti 
in V sommando n termini del tipo 

• La stima della densità di probabilità è quindi data da 
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Metodo della finestra di Parzen

• La funzione � può essere di forma generale, purchè sia ovunque 
positiva e ad integrale unitario. Per ragioni pratiche conviene anche 
che sia monotonicamente decrescente in funzione della distanza dal 
punto di applicazione

• Con questo metodo P(X) non è mai nulla dove è presente almeno 
un campione, ed il suo valore dipende da quanti campioni sono 
presenti entro un distanza h

• Spesso � è gaussiana, per cui si ha
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Esempio di stima

• A parità di campioni n, la stima dipende molto dalla forma di � e dal 
valore di h
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Esempio di classificazione

• La classificazione si esegue normalmente massimizzando la 
probabilità a posteriori. Il valore di h impatta sulla forma delle 
superfici di decisione
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Stima a k vicini

• Nella stima a k vicini si considera un intorno del punto X tale da 
contenere almeno k campioni

• Si otterrebbe una stima della densità di probabilità come
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Stima a k vicini

• Il metodo si presta a stimare direttamente la probabilità a posteriori 
P(� i|X) nel caso in cui X non sia un elemento del training set

• Se ki è il numero di k vicini appartenenti alla classe i, che ha ni
campioni su n totali, possiamo scrivere

• Da cui
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Classificatore kNN

• Con il principio dei k vicini è facile realizzare un semplicissimo 
classificatore, detto kNN, in grado di rappresentare superfici di 
decisione qualunque

• Per realizzarlo è sufficiente:
– Scegliere un valore di k

– Raccogliere gli esempi
– Classificarli

– Definire una metrica
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Classificatore NN

• Nei casi in cui occorre determinare rapidamente una classificazione 
di X, viene usato il classificatore kNN con k=1

• La classe di X è quella del campione di training più vicino. Questo 
induce una particolare tassellazione dello spazio delle features, 
detta tassellazione di Voronoi
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Ottimizzazione

• Nonostante l’apparente semplicità, realizzare classificatori non 
parametrici può essere computazionalmente molto oneroso, se il 
training set ha un numero di campioni elevato

• Esistono due approcci per ridurre drasticamente la complessità:

– Considerare solo i campioni di frontiera tra classi diverse, cioè quelli che 
hanno tra i k vicini almeno un campione di classe diversa

– Sostituire la popolazione di una classe con una sua versione 
quantizzata vettorialmente, con un numero di elementi fissato
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Funzioni discriminanti

• Un approccio alternativo a quelli probabilistici prevede la 
costruzione diretta delle funzioni discriminanti a partire dai dati

• Si tratta sempre un di un metodo parametrico, ma spesso la scelta 
(e la stima) del modello per tali funzioni è più semplice della scelta 
(e della stima) del modello probabilistico

• Particolare rilevanza hanno le funzioni discriminanti lineari
– Semplicità analitica

– Basso costo computaizonale
– Possibile combinazione in architetture complesse
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Funzioni discriminanti lineari

• Una funzione discriminante lineare ha la forma

• Le componenti del vettore w sono dette pesi

• La stima dei pesi viene condotta minimizzando una opportuna 
funzione di costo sul training set (es. errore o rischio)

• L’obiettivo è sempre quello di ottenere una regola generale valida 
non solo sul training set ma soprattutto nei test successivi
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Funzioni discriminanti multiclasse

• Una sola funzione lineare è adatta per problemi a due classi. 

• Nel caso multiclasse occorrono in generale tante funzioni quante 
sono le coppie di classi. Alcuno possono essere poi ridondanti
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Costruzione di una f.d.l.

• La stima di w viene svolta minimizzando una funzione di costo J(w)

• Se la funzione J è semplice, è sufficiente cercare un w0 tale che

• Nel caso generale, la minimizzazione di ottiene tramite metodi di 
discesa del gradiente. In essi, a partire da un valore iniziale di w, ci 
si sposta nella direzione che porta alla maggiore diminuzione di J

• Alla k-esima iterazione si ha
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Apprendimento

• Il parametro � (learning rate) regola la convergenza del metodo e la 
rapidità con cui viene ottenuta

• Sulla base della forma di J(w) e del metodo di minimizzazione 
utilizzato, si realizzano diversi algoritmi di calcolo dei pesi ottimi 
(apprendimento)

• Gli algoritmi di apprendimento sono la componente fondamentale 
delle architetture di classificazione complesse basate su f.d.l.
– reti neurali

– support vector machines (SVM)
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Origine delle reti neurali

• Le reti neurali (artificiali) nascono come uno dei campi della 
intelligenza artificiale (IA)

• Obiettivo IA: replicare per mezzo di macchine (hw+sw) le attività
mentali umane

• Tesi IA forte: l’attività mentale consiste nella esecuzione di qualche 
sequenza ben definita di operazioni di manipolazione di simboli 
(algoritmo)

• La complessità del cervello umano come computer appare ancora 
aggi irraggiungibile !
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Il neurone biologico

• Un neurone è composto da tre parti: coro (soma), dendriti ed assone

• La comunicazione avviene tramite segnali emessi dall’assone e 
ricevuti dalle dendriti di altri neuroni tramite interfacce (sinapsi)
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Attivazione del neurone

• Il corpo del neurone integra le migliaia di segnali elettrici 
microscopici provenienti dalle dendriti

• Se l’integrazione produce una effetto globale superiore ad una 
soglia di attivazione, un impulso elettrico viene propagato lungo 
l’assone

• L’impulso viene ricevuto da un altro neurone, che può quindi 
modificare il suo stato e così via a cascata …
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Il neurone artificiale

• Un semplice modello di neurone artificiale emula questa funzionalità
di base in termini formali (percettrone di McCulloch-Pitts, 1943)

• Ingressi ed uscita sono variabili binarie. La funzione di attivazione a 
è una c.l. degli ingressi. L’uscita è determinata da una soglia �
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Neuroni per la classificazione

• Un singolo neurone può risolvere problemi di classificazione a 2
classi (se linearmente separabili)

• Per problemi con più classi si possono combinare più neuroni, 
ciascuno dei quali risolve un problema binario, con logiche booleane
tipo AND/OR
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Schema di rete multistrato

• La generalizzazione dell’approccio neuronale alla classificazione 
prevede la realizzazione di strutture a strati, in cui i neuroni di ogni 
strato ricevono come dato di ingresso, l’uscita dello strato inferiore
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Struttura locale

• Ogni nodo della rete multistrato svolge lo stesso tipo di elaborazione

• Esso dispone di un certo numero di gradi di libertà wji (pesi delle 
connessioni) tramite i quali la rete si può adattare ai vari problemi

• La relazione tra l’attivazione aj e l’uscita oj è espressa da una 
specifica funzione f (in generale non lineare)

• Il modello è noto come MLP (Multi Layer Perceptron)
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Apprendimento

• L’apprendimento comporta un processo di stima dei pesi ottimale 
per ottenere le uscite desiderate sui campioni del training set

• L’obiettivo è in genere quello di minimizzare una funzione di errore

• Nei problemi di classificazione sarebbe preferibile minimizzare il 
numero di errori, ma si preferisce una funzione E differenziabile 

• Per problemi a N classi si usano N neuroni di uscita, con funzione f 
tale da generare valori in [0,1]. In questo modo E risulta simile 
all’errore di classificazione
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Algoritmo di apprendimento

• Viene usata la tecnica della discesa del gradiente

• Applicando la regola di concatenazione delle derivate si ha
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Algoritmo di apprendimento

• Combinando i risultati si ottiene la regola di apprendimento finale

• Essa è valida per i neuroni dell’ultimo strato, per i quali è disponibile 
un valore atteso per la variabile di uscita

• Per i neuroni interni la situazione è più complicata
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Algoritmo di apprendimento

• La quantità da calcolare è

• Combinando i termini otteniamo finalmente
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Back Propagation

• Vediamo in sintesi il processo di apprendimento noto come back 
propagation

– Si inizializzano i pesi della rete a valori qualunque (es. random)

– Si presenta in ingresso alla rete un campione del training set

– Si calcolano le uscite dei neuroni nascosti, che forniscono l’ingresso per 
lo strato di uscita

– Si calcolano i valori di uscita e si confrontano con i valori attesi 
– Si aggiornano i pesi dello strato di uscita

– Si aggiornano i pesi dello strato nascosto

– Si ripete per tutti gli elementi del training set
– Si verifica una condizione di terminazione e, se non è raggiunta, si 

ripete ancora ripresentando ancora gli stessi campioni (epoca)
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Curva di apprendimento

• All’inizio del training, l’errore è ovviamente alto, ma al progredire del 
processo esso cala fino ad un valore asintotico

• Questo valore dipende da:
– Caratteristiche intrinseche del training set
– Numero di campioni

– Numero di pesi della rete

– Inizializzazione utilizzata
– Parametri dell’algoritmo

• La condizione di terminazione non deve essere troppo stringente,
per evitare l’overtraining
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Criterio di terminazione

• Per garantire la capacità di generalizzazione, si utilizza una parte 
del training set come insieme di validazione

• L’insieme di validazione non viene usato per aggiornare i pesi ma il 
suo errore viene comparato con quello ottenuto sui campioni di 
training. 
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Regioni di decisione
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Problemi realizzativi

• L’approccio neurale risulta vincente nei problemi in cui esistano 
poche informazioni modellistiche sulle classi ma molti esempi già
classificati

• La costruzione del classificatore comporta comunque diverse scelte, 
che possono essere condotte solo per tentativi:

– Funzioni di attivazione (es. sigmoidi)

– Topologia della rete (quanti strati, quanti nodi)

– Condizione di terminazione
– Operazioni di preprocessing sui dati


